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§1. はじめに
単振 り子の方程式
X 二二 - SlnX (1)
はJacobiの楕円関数 を用いると厳密解が得 られる.1)(1)の形に帰着される例は多 く
あ り, sine-Gordon方柱式の進行波である単純解は有名である｡そのときは符号がプ
ラスのものも要求されるが,位相のずれを考えるとどちらか一方のみでよい｡同様に
x ニ ー sinhx (2)
もJacobiの楕 円関数 を用いると解が得 られる1.)
(2)の例 としては,当然 sinh-Gordon方程式の定常的な進行波 を表わす解があるo
物性の例 としては,戸田格子の最短波長のモー ドに対応する振動の時間変化があげられ
る｡このことは戸田先生の論文に詳 しく述べられている2),.3)
以上の2つをそれぞれ 1次の sin一振動子 , 1次の sinh一 振動子 と呼んでおこう｡
以下では sin2x,si血2Xの項が加わった場合 を考える｡すなわち,振動の原因 とな
る力に2次の harmonicsが含まれている場合である0
2次までならJacobiの楕円関数で解が表わされ ることがす ぐ分かるのだが, 1次だ
けの場合に比べると,パラメーターが 1つ加わるため,解の形が複雑になる｡そのため
か,著者の知るかぎ りでは explicit にすべての場合の解 を表わ した文献はない｡ 3次
以上の harmonicsかさらに加わるとJacobiの楕 円関数で解 を表わすのは無理のよう
である｡
}1,12を任意定数として ,




x -llSinl- +12Sinh2x (4)
を考える｡ (3)を2次のsin-振動子,(4)を2次のsinh一振動子と呼んでおこう.
2次の振動子は 11,人2の符号によって,4つの場合に分けられるo変数の scale変






















(2 r - 1)2+4E r]
となる｡








(1 ) E > 2










･> ]-β>- 1 (r<‡)































このときは t-0で y-α にとる｡
2(1-γト (1-2γ)tanh2 (ノ手=盲7t)
y =
2γ+ (1-2γ) tanh2 rJTT rt)
t- ∞ で, y- 1 が (ll)からでる｡
(5) 0> E> Umin
β - a3 Sn2 Q)3t
2
1- a3 Sn a) t3







U(x)- (coshx- 1ト γ(cosh2x- 1)
であるOグラフは図2に示す｡
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･2) E-U-ax (γキ÷) α-β-2LT烏 (';≡≡ 三
･3)U-ax>E>0 (rキ‡)1>α>β>-1 (γ>‡)
･>β> 1>-1 (γ<i) (2種類 )


















α> 1>- 1> β
t州 まで続 く周期解は(3)のうち γ<‡
(18)
b l - ∨信て前 石 - (E+1), W;- 2ノ前面手打
k2= E-(2γ-1)+ノE(E+2)
2JE(E+2)
(2) γ>‡ のとき｡ k- 0 となるから
1-blCOSWit
-bl+cosa71t































t-0 のとき y- 1 となる解は
2
1+ b3 Sn a)3t
1- b3Sn2 a73t
(24)




t-0で y- α となる解は






1 - b 4 Sn2 W3t








もちろん t-0で y - 三 土 > 1 にえらぶ ｡ (28)は (27)で γ一言としても
62- 1
得 られる｡
･く 与 の場合はつぎの (5)でE-0にしたものであるo
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(5) 2sn α 4t-α b 5
2















k2 = 2 (α-β)
日 ･-β吊α+1)
〔m]
Ⅹ - sir山Ⅹ+γsinhx (γ>o)
ポテンシャルは
U(x)- - (coshx-1)- r(cosh2x-1)
である｡グラフは図3に示すb
｡2
X - 0 になる yは
y ≡ coshx 一















4γ > 2 (rSil
E>2 (r-il
(2㌢+1)2
4γ > E> 2 (γ幸吉)





(5) E - ()
















































い｡定量的には (2),(4)の解の lim でよいが,楕 円関数が双曲線関数に変わる｡
有限の短い時間で質点は- に達する｡
2
1- α C4 Sn a74 t
1 - C4 Sn2 W4t
C｡-諾 , W｡2- (2- )2- 4Eγ , k2-
(5)
(6)





















丈2-o になる根 y は


























'i - sin_'ニー γSin2x (γ>O)
ポテンシャルは
U (x) - cosx - 1+ T(1-cos2x )













sinh一振動子と異な り有限時間で- になる解はなく,周期解か, t-- である有
限の位置に近ずくか2種類だけである｡







y ≡ COS X =
























1+ e2 Sn W2t
2








(1-α日 β + 1)
( 1-β 日 α +1)
- β e3 Sn2 W3t
2
1- e3 Sn W3t
e3- 才iT ,W32-‡〔/(2γ⊥1)2-4E;-H j･- 2γ〕
k2 =
2(a-P)


















(1) E - 2
(2) 2> E> 0












α 二二 1> β>-1
平衡点のみで可動範囲は存在しない｡
l>a>P>-1
(2γ+1ト 2(γ+1)tanh2(I-訂 了了 t)





































立2- 0 となる y ≡ cosx の根は
slnh一振動子のLuJ] と由 じである｡ 2根
をα> β とする｡
･>与のときの FJ>UM x, γく-主の∠一
ときの E> 2 は 〔I]で考察ずみの解に含
まれている｡










- E 1> α-β>-1
>E>2 1> α> β>-1
(3) E- 2 1>rl--1≧ β (γ≦÷1 1> α>β--1 (γ>言う


































1+ダ2 Sn2 W 3 t











支2-0の根 α>β は sinh-振動子












IlJく0の場合はLH]の解に含 まれているので,E>0 のみを考えたらよいo γに










(α+1日 1- β )
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